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Abstract. Affine surfaces in C® defined by an equation of the form x"z — Q (x, y) = 0 have been 
increasingly studied during the past 15 years. Of particular interest is the fact that they come 
equipped with an action of the additive group C+ induced by such an action on the ambient 
space. The litterature of the last decade may lead one to believe that there are essentially 
no other of rational surfaces in C® with this property. In this note, we construct an explicit 
example of a surface nonisomorphic to a one of the above type but equipped with a free en¬ 
action induced by an action on C®. We give an elementary and self-contained proof of this fact. 
As an application, we construct a wild but stably-tame automorphisme of C® which seems to 
be new. 


Resume. Les surfaces affines de C® definies par une equation de la forme x"z — Q{x,y) = 0 
ont fait I’objet d’une intense activite de recherche durant la derniere decennie. Cette etude est 
entre autres motivee par le fait que ces surfaces apparaissent de maniere parfois inattendue dans 
bon nombre de problemes classiques de la geometrie affine, tels que le Probleme de Simplifica¬ 
tion, ou les questions de linearisation des actions de groupes algebriques sur les espaces affines. 
Ainsi definies, ces surfaces se trouvent etre invariantes par certaines actions du groupe additif 
complexe C+ sur C^. A la connaissance de I’auteur, ces surfaces, ainsi que certaines de leurs 
generalisation naturelles, sont essentiellement les seules possedant cette propriete a apparaitre 
dans la litterature. Afin de ne pas laisser s’installer le sentiment que ces dernieres sont effec- 
tivement les seules a jouir de cette propriete, nous construisons un exemple explicite de surface 
de C® non isomorphe a une du type precedent et invariante par une action C+ sur C®. Nous en 
deduisons un automorphisme polynomial sauvage de C® apparemment inconnu jusqu’alors. 


Introduction 

La litterature de cette derniere decennie atteste que les surfaces de definies par une equation 
de la forme a;”z — P (y) = 0, ou plus generalement du type a;"z — Q{x,y) = 0, ont beneficie 
d’une popularity croissante. L’interet porte a ces surfaces semble remontrer a un desormais celebre 
contre-exemple non publie au Probleme de Simplification de Zariski construit par W. Danielewski 
[6]. Dans cet article, W. Danielewski etablit en effet que les surfaces Si et S 2 d’equations xz — 
y{y — \) = 0 et x^z — y{y — \) — 0 ne sont pas isomorphes mais que S*! x C est isomorphe 
a 5*2 X C. Dans sa construction, W. Danielewski exploite en particulier le fait que ces surfaces 
sont munies d’actions algebriques du groupe additif complexe C+. Cela pent se voir directement 
en utilisant la correspondance bien connue entre les actions de C-|_ sur une variete affine S et 
les derivations localement nilpotentes de I’algebre O (S) des fonctions regulieres sur S, une C- 
derivation 9 de O (S') etant dite localement nilpotente si toute function reguliere / sur S est 

Mathematics Subject Classification (2000) : 14R10,14R25. 

Key words : Danielewski surfaces, additive group actions, wild automorphisms of C^. 

Mots clefs : Surfaces de Danielewski, actions du groupe additif, automorphismes de C^. 


1 



annulee par une puissance convenable n = n{f) de la derivation. Dans le cas des surfaces Si et S 2 
ci-dessus, les actions considerees par W. Danielewski sont induites par les derivations localement 
nilpotentes di = xdy + 2 ydz et 82 = x^dy + 2 ydz de qui annulent les equations de 

S'let S 2 respectivement. Du fait de la symetrie existante entre les variables a; et z intervenant 
dans I’equation de Si, cette derniere admet egalement une seconde action de C+ dont les orbites 
generales sont distinctes de celle de la premiere. Par centre, la surface S 2 ne jouit pas de cette 
propriete, L. Makar-Limanov [19] ayant en effet etabli que les orbites generales de toute action de 
C+ sur une surface S de la forme a;”z — P (y) = 0, ou n > 2, coincident avec les fibres generales 
de la projection : S' ^ C. La meme annee, L. Makar-Limanov et T. Bandman [1] ont prouve 
qu’une surface admettant deux actions de C+-actions a orbites generales distinctes et plongeable 
dans est isomorphe a une surface definie par une equation du type xz — P (y) = 0, ou P est 
un polynome non constant. 

Depuis lors, les surfaces isomorphes a des surfaces du type Sq_„ definies par une equation de la 
forme a;"z — Q(x,y) = 0 dans ont fait I’objet de nombreux travaux generalisant les resultats 
obtenus par L. Makar-Limanov pour le cas des surfaces du type a:”z — P {y) = 0. L’etude a 
equivalence algebrique pres de leurs plongements dans I’espace affine menee successivement 
par G. Freudenburg et L. Mauser-Jauslin [12], L. Mauser-Jauslin et P.M. Poloni [21] a conduit 
en particulier a de nouveaux resultats concernant la nature du groupe des automorphismes de 
C^. Une des proprietes remarquables partagee par toutes les surfaces du type Sq_„ est d’admettre 
une action de C+ induite par une action sur pour laquelle le morphisme quotient algebrique 
q : Sq_„ ^ Sq,„//C+ s’identifie a la restriction sur Sq,„ de la projection pr,j, : ^ C. Lorsque 

le polynome Q (0, y) n’est pas constant, la fibration quotient q est surjective et se restreint en un 
A^-fibre trivial au-dessus de C*. II est alors naturel de chercher a savoir si les surfaces Sq_„ sont 
les seules surfaces rationnelles dans possedant cette propriete. A la connaissance de I’auteur, 
il n’est pas fait mention dans la litterature recente d’un exemple venant infirmer cette conjecture 
raisonnable. Le propos de cet article est par consequent de presenter un contre-exemple explicite, 
a savoir le suivant : 

Theoreme. La surface S de = Spec{C [x,y,z\) definie par I’equation 

X {xz^ — 2y^z 5z) Py'^ — 5j/^ -1-4 = 0 

n’est pas isomorphe a une surface du type Sq^n- Pile est neanmoins invariante par I’action du 
groupe additif C+ sur definie par la derivation localement nilpotente 

8 8 
8 = X {2xz — 2y‘^ + 5) — —\- (x + 2y (2xz — 2w^ -1-5)) —. 

\ 'dy 8z 

De plus, la fibration quotient algebrique q : S ^ S//<C+ associee a la <C+-action induite sur S 
coincide avec la projection pr,j, jg: S' ^ C et se restreint en un A^-fibre trivial au-dessus de C*. 


Les specialistes se convaincront aisement que ce resultat pourrait se deduire presque immedi- 
atement de certains faits generaux sur les surfaces avec C+-actions etablis par I’auteur [8, 9] et 
P.M. Poloni [10], faits qui ne sont pour I’essentiel que des generalisations ou des reformulations 
de resultats anterieurs dus a J. Bertin [2], L. Makar-Limanov [19] et K.H. Fieseler [11]. Notre 
demarche ici est toute autre puisqu’elle consiste a donner une preuve complete directe et essen- 
tiellement elementaire du resultat ci-dessus, preuve dont le but principal est d’illustrer sur un 
exemple particulier I’usage de ces methodes generales. 

En guise d’application, nous construisons ensuite un automorphisme de C^, qui d’apres un 
critere recemment etabli par U. Umirbaev et 1. Shestakov [23] se trouve etre un automorphisme 
sauvage, i.e. un automorphisme n’admettant pas de decomposition en produit d’automorphismes 
affines et triangulaires de C^. 

1. Une surface rationnelle C+-invariante dans 
L’objectif de cette section est de donner une preuve directe complete du resultat suivant : 
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Theoreme 1 . 1 . La surface S de = Spec{C[x,y, z]) definie par I’equation 

X {xz^ — 2y^z + 5z) + — 5y^ + 4 = 0 

n’est pas isomorphe a une surface du type Sq^n- Elle est neanmoins invariante par I’action du 
groupe additif C+ sur definie par la derivation localement nilpotente 

d = X {2xz - 2y‘^ + 5) -^ + {x + 2y {2xz - 2y‘^ + 5)) 

1 . 2 . Le lecteur se convaincra sans peine que la derivation d de €-[x,y,z\ proposee ci-dessus est 
bien localement nilpotente et qu’elle annule I’equation de la surface S. Par consequent, S est 
bien invariante par I’action de C+ correspondante, comme annonce. D’autre part, on observe que 
I’equation proposee ne peut etre mise sous une forme du type x^z — Q {x,y) = 0 dans le systeme 
de coordonnees {x, y, z) utilise. Rien ne garantit cependant que S ne soit pas simplement un 
plongement “exotique” dans d’une surface S'q,„ de ce type. 

1 . 3 . II s’agit par consequent de montrer que S', consideree comme une surface abstraite, n’est 
pas isomorphe a une du type Sq,„. Bien qu’il soit certainement possible d’etablir ce resultat par 
d’autres arguments, notre approche repose sur I’etude de la structure des h}-fibrations sur ces 
differentes surfaces, c’est-a-dire des morphismes surjectifs q : Sq,„ ^ C dont la fibre generique 
est isomorphe a une droite afhne. Cela se justifie entre autres par le fait que cette methode, qui 
peut se generaliser agreablement a des situations de depart plus complexes, a le merite d’illustrer 
un certain nombre de techniques a I’origine de progres recents dans I’etude des surfaces afhnes 
rationnelles. Le principe de la demonstration est le suivant : on montre tout d’abord que toute 
A^-fibration sur S s’identifie a automorphismes de la base pres au morphisme quotient algebrique 
TT : S ^ S//C+ associe a Taction de C+ deduite de la derivation localement nilpotente d ci-dessus. 
Sachant cela, on etablit qu’a un changement de base pres, un isomorphisme $ : S ^ entre S 
et une surface de type Sq_„ munie de sa A^-fibration pr,j, : Sq_„ ^ A^ doit etre un isomorphisme 
de surfaces fibrees. II ne reste alors plus qu’a verifier qu’aucune A^-fibration pr,,, : Sq_„ ^ A^ sur 
une surface du type Sq_„ n’a la meme structure que la fibration quotient tt : S ^ S//C+. 

1 . 4 . Ce plan etant etabli, il suffirait pour demonter le Theoreme 1.1 de remarquer que S est une 
surface de Danielewski au sens de [9] par rapport au morphisme quotient ir : S ^ S//C+. En 
combinant alors la classification de ces surfaces donnee dans loc. cit. avec le fait que toute surface 
admettant deux A^-fibrations a fibres generates distinctes et plongeable dans est isomorphe 
a une surface d’equation xz — P (y) =0 pour un certain polynome non constant P (cf. [1]), on 
pourrait conclure de maniere directe que tt est I’unique A^-fibration sur S a automorphismes de 
la base pres. Le fait que S ne soit pas isomorphe en tant que surface fibree a une surface du 
type Sq^n se deduirait ensuite de la description des A^-fibrations sur certaines de ces surfaces 
obtenue par P.M. Poloni et Tauteur dans [10]. Neanmoins, afin d’illustrer dans un cas particulier 
les differentes methodes mises en oeuvres dans Tetude generate des surfaces affines avec actions de 
groupes additifs, nous allons donner une preuve complete du Theoreme 1.1, s’inspirant certes tres 
fortement de ces resultats anterieurs, mais essentiellement directe et independante. 

1.1. Structures A^-fibrees sur S. 

Dans ce paragraphe, nous decrivons la structure du morphisme quotient ir : S ^ S//<C+ sur S pour 
la C+-action induite par la derivation d. Nous montrons en particulier que cette action est fibre et 
que le “bon” quotient a considerer ici s’identifie a une droite affine a quatre origines. Commengons 
par introduire une A^-fibration “naturelle” sur S qui, comme nous le verrons en 1.9 ci-dessous, 
s’identifie au morphisme quotient algebrique tt : S ^ S//C+. 

Proposition 1 . 5 . La surface S C definie par I’equation 

X {xz^ — 2y^z + 5z) + — 5y^ + 4 = 0 

est irreductible et non singuliere. La projection pr,j, : ^ C induit sur S une -fibration 

TT : S ^ C satisfaisant les proprietes suivantes. 

1) 7r“^ (C*) est isomorphe au A^-fibre trivial <C* x C de base C*. De plus, la restriction du 
polynome f = xz — y'^ sur S induit une coordonnee sur le second facteur du produit. 
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2) La fibre tt ^ (0) est reduite, constituee de la reunion disjointe de quatre droites affines C±i 
et C ±2 d’equations respectives {x = 0;y = ±1} et {x = 0;y = ±2}. 

Demonstration. II sufRt d’etablir que tt : S' ^ C est une A^-fibration satisfaisant les proprietes 
annoncees. En effet, on deduit de la forme de I’equation que x n’est pas un diviseur de zero dans 
I’anneau B = 0{S). Par consequent, I’liomomorphisme canonique de localisation B ^ = 

B (8)c[a:] C est injectif. Or 1) implique en particulier que B^ est integre, si bien que B le 

sera aussi. La lissite de S provient quant a elle du fait que la A^-fibration tt est un morphisme 
lisse. La seconde assertion se deduit immediatement de la re-ecriture de I’equation definissant S 
sous la forme xy — (/ + 1) (/ + 4) = 0 . On observe de plus que 

B^~C [x, x~^] [y, z] / (xy -(/ + !)(/ + 4)) ~ C [a;, [/]. 

Cette derniere algebre est elle-meme isomorphe a un anneau de polynomes en une variable au- 
dessus de C [x,a;“^] puisque f et x sont algebriquement independants. On conclut done que tt est 
bien une A^-fibration satisfaisant qui plus est la propriety 1). □ 

Notation 1.6. Nous ecrirons dorenavant I’equation definissant la surface S sous la forme P = 
2 ^ 2 / ~ (/ + 1) (/ + 4) = 0, / designant le polynome xz — y"^. 


1.1.1. Fibration “quotient algebrique”. 

Dans ce paragraphe, nous etudions la nature de I’action de C+ sur S induite par la derivation 
localement nilpotente 9 de C [x,y,z\ definie dans le Theoreme 1.1. 


1.7. Plutot que de decrire immediatement cette action sur S, il est plus instructif d’etudier au 
prealable Taction correspondante sur C^. Puisque d est par definition une C [xj-derivation, elle 
s’etend canoniquement en une C [x, a;“^] -derivation d de Tanneau C [cc, x~^ ,y,z\. En re-exprimant 
d en terme du polynome f = xz — y^, on obtient pour d la forme compacte suivante : 


( 1 . 1 ) 


d = X {2f + 5) — + {x + 2y (2/ -T 5)) — 


dP d 9P 9 _ 2 5 
dz dy dy dz ^ 9/' 


En effet, f et P sont des“variables” de C [x, x~^,y, z ], au sens que C [a;, [y, z] ~ C [a;, a;“^] [/, P], 

pour lequelles on a les egalites 9/ = a:^et dP = 0 par construction. Ainsi, Ker ^9^ = C [x, x~^, P]. 
On en conclut aisement que Ker (9) = C [x, P] car x ne divise pas P. 


1 . 8 . L’algebre C [x, y, zf''*' des fonctions sur invariantes sous la C+-action definie par 9 s’identi- 
fiant au noyau de 9, on conclut que C [x, y, = C [x, P], ce dernier etant par ailleurs isomorphe a 

un anneau de polynomes en deux variables puisque x et P sont clairement algebriquement indepen¬ 
dants. Le morphisme quotient q : <C^ ^ C^//C+ zi est done defini par (x, y, z) i—> (x, P (x, y, z)). 
II est en particulier surjectif puisque x ne divise pas P. On retrouve explicitement dans cet exemple 
deux resultats generaux portant sur les actions de C+ sur C^, a savoir, le fait que le quotient al¬ 
gebrique C^//C+ soit isomorphe a C^, et la propriety de surjectivite du morphisme quotient, etablis 
respectivement par M. Miyanishi [20] et P. Bonnet [3]. D’autre part, la relation (1.1) ci-dessus im¬ 
plique que 9 (C [x, y, zj) C (x, 2y^ — 5) C [x, y, zj. On en conclut que la C+-action correspondante 
n’est pas fibre et que ses points fixes sont exactement les points appartenant a la reunion des 


droites d’equations L± = |x = 0; y = 


Proposition 1.9. L’action du groupe C+ sur S induite par la derivation localement nilpotente 9 
est libre. Son quotient algebrique it : S ^ S//C+ s’identifie a la projection pr^. Is: S ^ C. 


Demonstration. II est clair que les droites de points fixes P+ et P_ ne rencontrent pas S. L’action 
C+ induite est par consequent fibre. D’autre par, puisque Ker (9) = C[x,y,z]'''^ = C[x, P], on 
conclut que O (S')'^’'' = (C [x,y,z] / (P))'^’*' = C [xj. Ainsi, le morphisme quotient tt est induit par 
Tinclusion C [x] ^ (9 (S), ce qui termine la preuve. □ 
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1.1.2. Fibration “quotient geometrique”. 

Puisque ir : S ^ S//C+ ~ C s’identifie a la projection pr^ : S ^ C qui est elle-meme une 
A^-fibration triviale an dessus de C* d’apres la Proposition 1.5, on conclut que la restriction 
TT : 7r“^ (C*) ^ C* de TT au-dessus de C* est un fibre principal homogene sous C+. Par contre, cette 
structure de fibre principal homogene sous C+ ne s’etend pas a tt : S' ^ C puisque la fibre 7r“^ (0) 
est constituee d’une reunion disjointe de quatre droites affines complexes. Nous allons cependant 
construire un schema X et un morphisme p : S ^ X ayant la propriete d’avoir la structure d’un 
fibre principal homogene de groupe C+ et de base X pour I’action consideree. Cette construction 
est basee sur une observation faite par W. Danielewski [6] et developpee ensuite par K. H. Fieseler 
[11] puis par I’auteur [9]. 

1.10. Le schema X que nous recherchons est obtenu en remplagant I’origine de C par quatre 
points x±i et x ±2 correspondant respectivement aux composantes C±i et C ±4 de la fibre 7r“^ (0). 
Autrement dit, X est construit en recollant quatre copies Sa '■ Xa ^ C de C, ou a = ±1, ±2, par 
I’identite en dehors de leurs origines respectives <5“^ (0) = Xa- Ce schema non separe X, isomorphe 
a la droite affine a quatre origines, est naturellement muni d’un morphisme S : X ^ <C induisant 
les isomorphismes Sa sur les ouverts du recouvrement canonique de X par les Xa ■ II existe alors un 
unique morphisme p : S ^ X factorisant tt : S ^ C an sens que tt = (5op et tel que p~^ (xa) = Ca 
pour tout a = ±1, ±2. Par construction, les fibres du morphisme p : S ^ X coincident avec 
les orbites de I’action de C+ sur S induit par la derivation d. L’existence sur p : S ^ X d’une 
structure de fibre principal homogene sous C+ de base X nous est alors normalement garantie 
par un argument standard de descente (cf [15], expose XI). Neanmoins, nous allons donner dans 
le paragraphe suivant une description explicite complete de cette structure qui nous sera utile par 
la suite. 

Remarque 1.11. La construction elementaire precedente se justifie de la fagon plus conceptuelle 
suivante. L’action consideree etant fibre, on sait a priori qu’un vrai quotient p : S ^ S/C+ = C, au 
sens que S devient via p un fibre principal homogene sous C+ de base C, existe dans la categorie des 
espaces algebriques. Dans ce cas particulier, I’espace algebrique C est non singulier de dimension 
1, done est un schema, eventuellement non separe. La propriete universelle du quotient p implique 
que le morphisme quotient algebrique tt : S' ^ C se factorise par un morphisme <5 : C ^ C 
induisant necessairement un isomorphisme 5 : 5* (C*) ^ C*. En effet, on sait deja que tt induit 
une structure de fibre principal homogene sur (C*). Puisque les fibres du morphisme p doivent 
etre connexes, on conclut que le candidat evident pour C est la droite affine a quatre origines X 
construite ci-dessus. 

1.1.3. Strueture de fibre principal homogene sur S. 

Dans ce paragraphe, nous allons expliciter, a des fins d’utilisation future, la structure p : S ^ X 
de fibre principal homogene sous C+. 

1.12. Par construction, pour tout a = ±1, ±2, la pre-image p~^ (Xa) de I’ouvert canonique 
Xa ~ C de X est isomorphe au complementaire Sa = S \ [J Ca' dans S des composantes 

Ot'^Oc 

Ca' de la fibre 7r“^ (0) distinctes de Ca- D’apres la Proposition 1.5, le polynome f = xz — y"^ 
induit un isomorphisme 0{S)^ = O (S) i8)c[x] C[a:,a:“^] ~ C[x,a;“^] [/], tandis que / \cc = 
— o ? pour tout a = ±1, ±2. Par consequent, la restriction sur Sa de la fonction rationnelle 
x~^ (/-I-e C \_x,x~^,y,z\ est une fonction reguliere ga G 0{Sa)- De plus, puisque S est 
definie par I’equation xy — {f + 1) (/ -I- 4) = 0, on conclut que ga s’identifie a la restriction sur Sa 
de I’une des fonctions rationnelles (/ -I- 4)”^ y si a = ±1 et (/ -I- 1)”^ y si a = ±2. On en deduit 
que ga |Cq= ^q;/ 3. Ainsi, pour tout a = ±1, ±2, la restriction sur Sa de la fonction 

rationnelle 

(/+ (- 1 )'“' + ^ 

est une fonction reguliere ha & O {Sa)- 

Lemme 1.13. Pour tout a = ±1, ±2, I’homomorphisme de C [x\-algebres Ta '- C [x] [ua] O {Sa), 
Ua ha est un isomorphisme. 
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Demonstration. Par construction, r* induit un isomorphisme C \x,x [ 16 ^] ^ 0{Sa)^ puisque 
O (Sa)^ — O (S)^ C [a;,a;“^] [/] ~ C [x,a;“^] [ha] d’apres la Proposition 1.5. II sufRt done pour 
conclure de verifier que ha induit une fonction coordonnee sur Ca — C, ce qui sera le cas si ha n’est 
pas constante sur Ca- Pour cela, on pent se contenter, etant donnee la definition de ha, de verifier 
que la restriction de la 2-forme dx A df sur Sa s’annule exactement a I’ordre 2 le long de Ca- Or 
on etablit aisement que les 2-formes x'^dx A dz et (x + 2y (2/ + 5)) dx A df induise la meme forme 
w G {S). Or la restriction sur S du polynome x + 2y (2/ -|- 5) ne s’annule pas le long de la fibre 
7r“^ (0), tandis que z induit une fonction coordonnee sur chaque composante de 7r“^ (0) d’apres la 
preuve de la Proposition 1.5. On en conclut que ordc„ (dx A df ) = ordc„ {x^dx A dz) = 2, ce qui 
termine la preuve. □ 


1 . 14 . Les trivialisations t * : C [x] [ua] 0{Sa), a = ±1, ±2 construites ci-dessus permettent 
d’identifier la surface S au schema |_| Xa x C/ obtenu en recollant quatre copies Xa x C 

a=±l,±2 

de le long de leurs ouverts respectifs {Xa \ {0}) x C via les isomorphismes 
(Xa \ {0}) X C 9 (a;, Ua) (x, Ua + 9aa') G (Xa' \ {0}) X C, 


ou, pour tout couple (a, a') G {±1, ±2} on a pose 

gaa' = X~‘^ ^ ^ Oi' - (-1)'“' a)) G C . 

En identifiant a leur tour les ouverts Xa x C aux A^-fibres triviaux Pa = Pi ■ Xa x C ^ Xa, 
on conclut que p : S' ^ AT est un A^-fibre devenant trivial sur le recouvrement ouvert canonique 
U = {Xa)a=±i ±2 de X. D’apres (1.1) ci-dessus, la restriction a I’ouvert Sa \ Ca — C* x C de 
S de la C+-action sur S induite par la derivation d s’identifie a celle induite par la C [x,a;“^] 
d 

derivation —. de C\x,x~^,y,z\. Par consequent, les isomorphismes Ta '■ Sa Xa x C sont 

of 

equivariants lorsque Ton munit les Xa x C des C+-actions par translations le long du second 
facteur. Ainsi p : S ^ X est bien un fibre principal homogene de groupe C+ et de base X, dont 
la classe d’isomorphisme s’identifie a la classe de cohomologie [p] G (U, Ox) — (X, Ox) du 

1-cocycle de Cech {paa'} G {lA,Ox)- 


Remarque 1.15. Une maniere commode de coder les fonctions de transition paa' G C[a;,a; 
definies ci-dessus est d’introduire I’arbre pondere suivant : 



En effet, on peut associer aux branches de cet arbres les polynomes cti = l-|-a;/3, (t_i = 1 — a;/3, 
(72 = 4-|-2a;/3 et (t _2 = 4 —2a;/3 a partir desquels on retrouve les fonctions de transitions ci-dessus 
en posant paa' = x~‘^ (aa' — era) G C [x,a;“^] pour tout a, a' = ±1,±2. Cet exemple particulier 
est en fait I’illustration d’une certaine correspondance plus generale entre arbres ponderes et fibres 
principaux homogenes au-dessus d’une droite affine a plusieurs origines (cf. [9]). 

1.2. Comparaison de structures A^-fibrees. 

Pour terminer la preuve du Theoreme 1.1, il reste a montrer que la surface S C d’equation 
xy — (f + 1) (/ -|- 4) = 0, ou / = a;z — y^, n’est pas isomorphe a une surface de type Sq_„ definie 
par une equation de la forme x'^z — Q (x, y) = 0. Admettons pour I’instant le fait suivant qui sera 
etabli ulterieurement : 


Toute A^-fibration tt' : S ^ C sur la surface S C definie par I’equation 

X [xz^ — 2y'^z + 5z) + y^ — 5y^ -f 4 = 0, 
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est de la forme tt' = /^ott, oil (3 est un automorphisme de la droite affine <C et oil n = pr^. Is: S ^ <C. 

1.16. Une surface Sq^n est elle aussi naturellement munie d’une fibration pr^ : Sq^n ^ C se 
restreignant en un A^-fibre trivial pr“^ (C*) ~ Spec (C [y]) ~ C* x C au-dessus de C*. 

Cette fibration est surjective si et seulement si Q (0, y) est un polynome non constant. Si Q (0, y) = 
0, alors Sq^n est reductible, la fibre pr“^ (0) etant alors isomorphe a C^. Sinon si Q {0,y) = a G C*, 
alors la fibre pr“^ (0) est vide, de sorte que Sq^n est isomorphe a C* x C. On en conclut que la 
surface S, qui est irreductible, ne peut etre isomorphe a une surface S'g.n du premier type. D’autre 
part, il existe une obstruction de nature topologique a I’existence d’un isomorphisme entre S et 
une surface Sq^n du second type. En effet, on sait que S est isomorphe a une surface obtenue en 
recollant quatre copies du plan affine en dehors d’un axe de coordonnees. II s’en suit de maniere 
evidente que H 2 {S;Z) ~ Z^, de sorte que S ne peut pas etre isomorphe a C* x C. Par consequent, 
si S est isomorphe a une surface du type Sq^n alors cette derniere est necessairement definie 
par un polynome Q{x,y) tel que Q{0,y) soit non constant. Dans ce cas, la fibration induite 
pr,j, : Sq^n C est une A^-fibration dont I’unique fibre eventuellement non isomorphe a la droite 
affine complexe est la fibre pr“^ (0). Puisque nous avons suppose etabli le fait que la fibration 
quotient tt = pr,j, \s: S C est I’unique A^-fibration sur S a automorphismes de la base pres, 
on conclut que s’il existe un isomorphisme (j> : S ^ SQ,n alors il existe un automorphisme C de C 
fixant I’origine tel tt o ^ = pr,j, jsg „ o(j). La proposition suivante termine par consequent la preuve 
du Theoreme 1.1. 

Proposition 1.17. Il n’existe aucun isomorphisme (j) de ee type. 

Demonstration. Pour qu’un isomorphisme (j> comme ci-dessus puisse exister, il est necessaire que 
la fibre pr“^ (0) de la A^-fibration pr,j, : Sq^n C soit reduite, constituee d’exactement quatre 
composantes irreductibles, toutes isomorphes a la droite affine complexe. Cela impose done que 
Q (0,y) soit un polynome de degre quatre, a racines simples. Dans ces conditions, la fonction y se 
restreint sur Sq^h en une fonction induisant une coordonnee sur les fibres de : Sq^n C au- 
dessus de C* et localement constante sur le fibre pr“^ (0). De plus y |sq „ distingue les composantes 
irreductibles de pr“^ (0). S’il existait un isomorphisme (j) : S ^ ^Q,n alors y^ = y |sq,„ ocj) serait 
une fonction sur S jouissant des memes proprietes. Dans les trivialisations locales r* : C [x] ^ 

O (Sa) construites en 1.12 ci-dessus, r*y 0 devrait done s’ecrire sous la forme 

2/0 = + Pa {x) € C [a;] [Ua] 

oil rza > 1 pour tout a = ±1, ±2 et ou Pa (0) ^ Pa’ (0) pour tout a 7 ^ o'. Puisque la fonction y^ 
est definie globalement sur S', on devrait done avoir 

-f Pa' (x) = T* {x"’°‘Ua + Pa (x)) = 0:"“ {Ua' + Paa’) + Pa (a:) 

dans C [x] [ua'] pour tout a' 7 ^ ot^ ou paa' G C \x, a;“^] designe la fonction de transition construite 
en 1.14 ci-dessus. On en deduit que Ua = ria' = n > 2 pour tout a, a' S {±1, ±2}. Si n > 2 
alors a;" (mq/ -I- paa’) G xC [a;] [ua'] de sorte que I’egalite ci-dessus conduirait a Pa (0) = Pa' (0) 
pour tout a ^ a' en contradiction avec notre hypothese. Ainsi n = 2, et Ton tire de I’egalite 
ci-dessus que Pa' (0) = -I- Pa (0) pour tout a a'. Cela conduit de nouveau a une 

contradiction puisque pour a' = —a, on trouve que Pa' (0) = Pa (0). Il ne peut done pas exister 
d’isomorphisme (/) : S ^ Sq^h comme ci-dessus. □ 

1.3. Unicite a isomorphisme pres de la fibration tt : S ^ S//C+. 

Le but de ce paragraphe est d’etablir le resultat admis auparavant, a savoir le fait que la fibration 
quotient tt : S ^ S//C+ ^ C est I’unique A^-fibration sur S a automorphismes de la base pres. En 
se basant sur des resultats anterieurs de M.H. Gizatullin [13], J. Berlin [2] a montre que cela etait 
le cas des lors que S admet une compactification projective minimale S pour laquelle le diviseur de 
bord S\S n’est pas une chaine de courbes rationnelles propres non singulieres. Cette caracterisation 
repose essentiellement sur I’idee simple que la structure du bord d’une compactification d’une 
surface affine reglee S est intimement liee a la nature des singularites a I’infini des pinceaux de 
courbes rationnelles sur S. Malheureusement, la technicite des preuves donnees dans loc. cit., 
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ainsi d’ailleurs que dans d’autres articles exposant des resultats du meme type (cf. [5], [8] et [16]), 
rend sa lecture difEcile. C’est pourquoi nous donnons ici, en guise d’illustration de ces methodes 
generales, une preuve complete de ce resultat dans le cas particulier de la surface S du Theoreme 
1.1. Plus precisement, nous allons etablir le fait suivant : 

Proposition 1.18. Toute A^-fibration tt' : S ^ C sur la surface S' C definie par requation 

X (xz^ — 2y‘^z + 5z) + — 5?/^ + 4 = 0, 

est de la forme tt' = Pott, ou P est un automorphisme de la droite affine C et ou tt = pr,,, |s: S ^ C 
designe la A^-fibration quotient associee a la C-\.-action sur S induite par la derivation d du 
Theoreme 1.1. 


1.19. La preuve de la Proposition 1.18 se decompose en deux parties. Nous construisons tout 
d’abord, par eclatements successifs au-dessus x P^, une surface projective lisse S munie d’une 
P^-fibration if : S ^ P^ compactifiant tt : S ^ C au sens qu’il existe un diagramme commutatif 


S 


IS 


S 




dans lequel is ■ S ^ S et i : S//C+ ^ P^ sont des immersions ouvertes. Nous montrons ensuite 
que la structure du diviseur de bord B = S \ S interdit I’existence de A^-fibrations p : S ^ C sur 
S dont les fibres generales seraient transverses a celles de tt : S ^ C. 


1.3.1. Compactification de la fibration quotient. 

Toute surface affine irreductible S munie d’une A^-fibration p : S ^ C admet des morphismes 
birationnels (p, V’) : S ^ C x C. En effet, etant donne un ouvert affine U C <C au-dessus duquel p 
devient un A^-fibre trivial, toute fonction reguliere ip G O (S) induisant un isomorphismep“^ ([/) ^ 
Spec (O ([/) [ip]) permet de definir un morphisme birationnel du type annonce. La structure des 
morphismes birationnels a : V ^ V entre varietes affines, souvent appeles modifications affines 
[18], est connue. Tout morphisme de ce type est obtenu en faisant d’abord eclater un sous-schema 
ferme Y de V, puis en rejetant la transformee propre d’un diviseur de V contenant V. Lorsque les 
fibres de la A^-fibration p : S ^ C sont reduites, un procede introduit par K.H. Fieseler [11] et 
precise par I’auteur [9] permet d’obtenir une factorisation des morphismes birationnels ci-dessus en 
une succession explicite d’eclatements ponctuels. C’est ce procede que nous employons ci-dessous 
pour construire une compactification S de la surface S = Spec (C [x, y, z] / {xy —(/+!)(/ + 4))) 
du Theoreme 1.1. 


1 . 20 . Pour debuter la construction, il nous faut choisir un morphisme birationnel a = {Tr,ip) : 

S' ^ C X C. Or d’apres la Proposition 1.5, la restriction du polynome f = xz — y^ sur S induit un 
isomorphisme 7 r“^ (C*) ~ Spec (C [a;,a:“^] [/]). Ainsi, en prenant ip = f,oii obtient un morphisme 
birationnel ct = (tt, /) : S ^ CxC, (x, y, z) i—> (x, xz — y^) induisant un isomorphisme 7 r~^ (C*) ^ 
C* X C C C X C. D’autre part, il est clair que I’image de S par le morphisme (/) : —> C^, 

{x,y,z) 1 -^ [x,xz — y‘^,y) est contenue dans la surface S' C = Spec (C [a;, y', 2']) d’equation 
xz' — {y' + 1) [y' + 4) = 0. De plus le morphisme birationnel cr se factorise via (p par la projection 
tr' = pr^y, \s’. S' ^ Cx C, (x, y', z') 1 -^ (x, y'). Cette surface S' est munie d’une A^-fibration tt' = 
pr,j, \s': S' ^ C, se restreignant en un A^-fibre trivial C* x C au-dessus de C*, avec y' |s' comme 
coordonnee naturelle sur le second facteur. La fibre (tt') ^ (0) est constituee de la reunion disjointe 
de deux droites affines complexes C'_^ 2 , ex = ± 1 , ±2 d’equations respectives {x = 0, y' = — 1 } et 
{x = 0, y' = —4} dont les images par la projection birationnelle cr' : S' ^ C x C sont les deux 
points p-i = (0,-1) et p -4 = (0,-4) respectivement. Par construction, I’image par <p d’une 
composante Ca, ex = ±1, ±2, de 7 r“^ (0) est constituee du point qa = (O, — a) G C'[_^ 2 - 

1 . 21 . Il se trouve que la surface S' C admet tout comme S une structure de A^-fibre p' : S' ^ 
X', cette fois au-dessus de la droite affine a deux origines. En effet, les ouverts S'_i = S' \ C '_4 et 
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S '^_4 = S' \ C'_i sont tous deux isomorphes a C x C muni respectivement des “coordonnees” 



La restriction sur S '_^2 de la projection birationnelle a' : S' ^ C x C coincide alors avec le 
morphisme cr '_^2 '■ S '_^2 {x,V-a‘^) {x,xv_a 2 qui n’est autre que I’expression 

dans Tune des deux cartes afRnes usuelles de I’eclatement du point p_q 2 de C^. Par construction, 
la preimage par ^ || de I’ouvert S '_^2 de S' est constituee de la reunion des ouverts Sa et 
S-a de S. De plus, pour tout a = ±1, ±2, le morphisme induit </> || : S'q ^ S '_^2 coincide de 
nouveau dans les coordonnees {x,Ua) et (x,v_a 2 ) introduces ci-dessus avec I’eclatement (x,Ua) 
(^x,xua — (—1)'^' du point qa de S '_^2 — C^. La situation peut done se resumer par la figure 
suivante : 



dans laquelle chaque fleche represente I’unique endomorphisme affine birationnel de contractant 
la courbe a la source sur le point au but et induisant un isomorphisme entre prive de cette 
courbe et son image. 

1 . 22 . Ainsi, a partir de toute compactiffcation du plan affine en une surface projective lisse 
V, on obtiendra une compactiffcation de S en une surface projective lisse obtenue en eclatant 
tout d’abord les points p_i et p -4 puis les points inffniment voisins q±i et q ±2 qui se situent sur 
les diviseurs exceptionnels au-dessus de p_i et p -4 respectivement. En particulier, nous pouvons 
considerer une compactiffcation de = C x C sous la forme d’une surface de Hirzebruch tto : F„ = 
P {Opi © Opi (—n)) ^ P^ de telle sorte que ifo prolonge la premiere projection pr^ : C x C —> C. Si 
n > 1, nous supposerons de plus que F„\C^ est la reunion de la section negative canonique D de ifo 
et d’une ffbre Fao de tto au dessus de 00 = P^\C. Sinon, si n = 0, alors Fo\C^ = DUFoo est constitue 
de la reunion d’une ffbre de chacun des reglages evidents sur Fq ~ P^ X P^. Nous notons Fg ~ P^ 
la ffbre de tto au dessus de 0 G C C P^, E-i et E -4 les diviseurs exceptionnels de I’eclatement 
a' : S' ^ F„ des points p-i et p -4 de C F„. Nous designons par (3:3^3' I’eclatement des 
points qa, a = ±1, ±2 de S' C S', les diviseurs exceptionnels correspondant etant les adherences 
Ca dans S des composantes Ca, ex = ±1, ±2, de la ffbre 7 r“^ (0). Par construction, nous obtenons 
une compactiffcation 5 de S' munie d’une P^-ffbration if : S ^ P^ relevant ffo : F„ ^ P^ et 
prolongeant la A^-ffbration tt : S' ^ C. Le bord B = S\S est un diviseur a croisements normaux 
simples, dont les composantes irreductibles sont les transformees strictes dans S des courbes D, 
Foo, Fq, E-i et E- 4 , que nous noterons encore par les memes symboles. Avec ces conventions, 
les indices d’auto-intersection des composantes de B sont les suivants : = —n, (Fl) = 0 , 

(Eg) = —2, = (^^ 4 ) = —3. Les adherences Ca des composantes de tt ^ (0) sont quant a 

elles des courbes exceptionnelles de premiere espece. Cette compactiffcation E de S' est minimale, 
au sens qu’aucune des composantes irreductibles du bord B n’est une courbe exceptionnelle de 
premiere espece. Le graphe dual du diviseur E U Ci U C-i U (72 U C -2 est le suivant : 





(c-i.-l) 
(< 52 .- 1 ) 
(<5-2.-1) 


1.3.2. Non existence de A^-fibrations transverses. 

D’apres ce qui precede, le graphe dual du diviseur de bord B = S \ S de \a compactification 
minimale 5 de S' construite ci-dessus n’est pas une chame. Suivant un critere du a J. Berlin 
[2], I’existence d’une compactification possedant cette propriete suffit a garantir que la fibration 
naturelle tt : S ^ C est I’unique A^-fibration sur S a automorphismes de la base pres. Bien qu’il 
puisse sembler a priori mysterieux, ce critere ne repose au final que sur le fait bien connu que 
toute surface projective lisse V munie d’une P^-fibration p : V ^ est obtenue en effectuant 
une suite d’eclatements de centres lisses a partir d’une surface de Hirzebruch F„ ^ P^. Afin de 
donner au lecteur un apergu de la methode utilisee dans la preuve du critere de Berlin, nous allons 
etablir directement qu’a automorphismes de la base pres, S n’admet pas d’autre A^-fibration que 
TT-.S^C. 


1 . 23 . Rappelons le resultat classique de theorie de surfaces (cf. Chapitre 4 de [14] ) selon lequel 
toute surface projective normale V munie d’une P^-fibration p : R ^ pi est obtenue par une suite 
d’eclatements de centres lisses a partir d’une surface de Hirzebruch F„ ^ P^ convenable, de telle 
maniere que p releve la structure naturelle de P^-fibre sur F„. En particulier, toute fibre d’une 
P^-fibration sur une surface projective lisse est supportee par un diviseur a croisements normaux 
simples dont les composantes irreductibles sont des courbes rationnelles propres et lisses. De plus, 
les indices d’auto-intersection des composantes irreductibles d’une fibre non irreductible sont tons 
negatifs, I’une au moins des ces composantes etant necessairement une courbe exceptionnelle de 
premiere espece. 


1 . 24 . Supposons que S soil munie d’une seconde A^-fibration tt' : S ^ C dont les fibres generales 
sont distinctes de celles de tt. En particulier, tt (resp. it') n’est pas constant sur les fibres generales 
de tt' (resp. de tt). Nous pouvons naturellement considerer tt' comme une application rationnelle 
7f' : S —->■ pi = C U {oo'} sur une des compactifications .S de S' construite ci-dessus. Supposons 
pour fixer les idees que S = Sq est la compactification obtenue a partir de Fq = x pi par la 
suite d’eclatements decrite precedemment. On pent interpreter tt' comme un pinceau de courbes 
rationnelles sur S dont les membres generaux sont les adherences F' ^ P^ dans S des fibres 
generales F' ^ A^ de tt' . Le point F' \F' est necessairement contenu dans la fibre Foo = Tt~^ ( oo ) 
car sinon tt serait bornee, done constante, sur les fibres generales de tt' , ce qui contredirait notre 
hypothese. On en deduit en particulier que si le pinceau tt' a un point de base po (necessairement 
unique), alors ce dernier est contenu dans F^o. L’application tr' est definie sur la section D de if, 
privee eventuellement du point po. ei tt {D \ {po}) = oo' car sinon tt serait bornee, done constante, 
sur les fibres generales de tt, ce qui contredirait de nouveau I’hypothese. Puisque Fq U F_i U F_4 
est disjoint de F^o et ne contient pas I’eventuel point base po de if', on deduit que la restriction 
de if' sur G = Fq U F_i U F _4 U (F \ {po}) est constante, de valeur oo'. Par consequent, apres 
resolution de I’eventuel point base po par une succession d’eclatements de centres lisses a : S ^ S, 
la transformee propre de G' est contenue dans la fibre 7f“i (oo') de la pi-fibration sur S relevant 
if' : 5 ^ pi. La figure suivante decrit I’allure du graphe dual de G" ainsi que les indices d’auto- 
intersection de chacune de ses composante dans les trois cas possibles, a savoir if' n’a pas de point 
d’indetermination, I’unique point d’indeterminationpo de if' appartient a Foo\D , oupo = FoofiF : 


10 






Dans les deux premiers cas, (oo') serait reductible tout en contenant une composante d’indice 
d’auto-intersection 0, a savoir la transformee stricte de D, ce qui est impossible. Dans le dernier cas, 
I’indice d’auto-intersection de la transformee stricte de D est au plus egal a —1. La fibre 7r“^ (oo') 
devant pouvoir etre contractee sur une courbe rationnelle lisse par une succession de contractions 
de (—l)-courbes, il sera necessaire de contracter a une certaine etape de I’operation au moins 3 
courbes parmis les transformees strictes D', Fq, E'_i et E'_j^ de I?, J^o, E-i et E-i respectivement. 
Ces trois dernieres ayant un indice d’auto-intersection inferieur ou egal a —2, toute contraction de 
ce type devra debuter par la contraction de D' suivie de la contraction de I’image de Fg qui sera 
devenue une (—l)-courbe. L’image de (oo') par cette succession de contractions ne pent pas 
se reduire aux images de E'_^ et E'_^ par cette seconde contraction. En effet, ces dernieres seraient 
alors des (—2)-courbes transverses, qui, d’apres ce qui precede, ne peuvent constituer a elles seules 
une fibre d’une P^-fibration . D’autre part, si I’image de 7r“^ (oo') contient une autre composante 
que les images de E'_^ et E'_^, alors elle contient en particulier une composante qui intersecte ces 
courbes en leur unique point d’intersection. Cela est de nouveau impossible puisqu’une fibre d’une 
P^-fibration est supportee par un diviseur a croisements normaux simples. 

1 . 25 . La discussion ci-dessus montre que les fibres generales de toute A^-fibration tt' : S ^ C sur 
la surface S du Theoreme 1.1 doivent coincider avec les fibres generales de la fibration naturelle 
TT = pr,j, : S ^ C, done, plus generalement, que toute fibre de tt' est contenue dans une fibre de tt. 
Par consequent, toute A^-fibration tt' sur S se prolonge en une P^-fibration if' : F ^ P^ = CU{oo'} 
sur les compactifications F de S' construites au paragraphe ci-dessus, dont les fibres coincident avec 
celle de if : F ^ P^. La courbe D ~ P^ s’identifie alors a une section commune de if' de if, ce qui 
implique qu’il existe un isomorphisme ()) : P^ ^ P^ tel que if' = (j)OTr. Puisque Ton a necessairement 
<j) (oo) = oo', (j) induit un isomorphisme /? : C ^ C tel que tt' = /3 o tt, ce qui conclut la preuve de 
la Proposition 1.18. 


2. Application aux automorphismes de 

L’existence de la surface S consideree, et surtout de la C+-action sur qui I’accompagne, 
a des repercussions sur la nature de groupe d’automorphismes de C^. Nous allons en particulier 
montrer comment construire a partir de la derivation localement nilpotente d du Theoreme 1.1 un 
automorphisme sauvage de I’espace affine dont, a la connaissance de I’auteur, il n’existe aucune 
mention anterieure dans la litterature. 

2.1. Generalites sur les automorphismes algebriques de C^. 

Il est evident que tout automorphisme algebrique de la droite affine complexe est une transforma¬ 
tion affine de la forme a; aa; -I- 6, ou a G C* et ou 6 G C. La structure du groupe d’automor¬ 
phismes Aut (C^) du plan affine est deja notoirement plus complexe. Outre les automorphismes 
affines generalisant ceux du type precedent, de nouveaux automorphismes, dits triangulaires, font 
leur apparition. Rappelons qu’un automorphisme algebrique (j> de est dit triangulaire (ou plutot 
triangulable) s’il existe un systeme de coordonnees {x,y) sur dans lequel (f) s’ecrit sous la forme 
{x, y) ^ {x,y + P {x)), oil P £ [a;]. Il est connu depuis longtemps [17] que tout automorphisme 

du plan pent s’ecrire comme une composition d’automorphismes affines et triangulaires. 

2.1. La conjecture naturelle, dite conjecture des generateurs moderes, serait de declarer que tout 
automorphisme de s’obtient encore comme composition d’affines et de triangulaires, un au¬ 
tomorphisme 4> de etant dit triangulaire s’il peut cette fois s’ecrire sous la forme {x,y,z) ^ 
{x,y + P (x), z + Q {x,y)), oil P € C[x] et Q G C [x, y], dans un systeme de coordonnees (a;, y, z) 
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bien choisi. Un automorphisme admettant une decomposition en produit d’automorphismes afRnes 
et triangulaires est dit modere. En 1972, Nagata [22] a construit un candidat explicite destine a 
infirmer la conjecture des generateurs moderes, a savoir I’automorphisme a de suivant : 


[x, y,z)^ a {x, y, z) = [x,y + x [xz + y‘^) ,z-2y {xz + y"^) - x [xz + y^) 

Cet automorphisme est un exemple de ce que Ton appelle un automorphisme de type exponentiel, 
c’est-a-dire un automorphisme dont le co-morphisme est de la forme forme exp (9), ou d est 
une derivation localement nilpotente. On voit en effet facilement que 1’automorphisme de Nagata 
correspond a la derivation localement nilpotente 


d = [xz + y^) 


d ^ d 


de <C[x,y,z]. Malgre de nombreux travaux consacres a cet automorphisme, il aura fallu attendre 
le debut du vingtieme siecle pour que U. Umirbaev et I. Shestakov parviennent a demontrer le fait 
suivant : 


Theoreme 2.2. ([23], Corollaire 9) L’automorphisme de Nagata n’est pas modere. 


2.3. II existe done des automorphisme “sauvages” de C^. Ce que les deux auteurs ont en real- 
ite etabli, e’est que le fait qu’un automorphisme de soit modere peut se decider de maniere 
algorithmique. En particulier, leur critere peut s’appliquer a une large classe d’automorphismes 
pour lesquels I’algorithme en question garantit la non existence d’une decomposition en produit 
d’automorphismes affines et triangulaires. L’automorphisme de Nagata a cependant la propriety 
remarquable d’etre ce que Ton appelle stablement modere. Cela signifie que si Ton etend cet 
automorphisme en I’automorphisme ^ = (() x id de C^, ce dernier se trouve etre modere. En ef¬ 
fet, le co-morphisme de <j) s’identifie a I’automorphisme exponentiel exp (9) de C [x, y, z, u], ou 
Ton a considere d comme une derivation localement nilpotente de C [x, y, z, m]. Or on a exp (9) = 

T~^ exp (—9i) T exp (9i), ou r designe I’automorphisme triangulaire de C [x, y, z, m] defini par r {x, y, z, u) 
[x,y,z,u+ [xz + y^)), et ou 


9l = M 


9 9 


est une derivation localement nilpotente triangulaire de C[a;,y, z,m] induisant par consequent un 
automorphisme exponentiel modere. 


2.2. Un nouvel exemple d’automorphisme sauvage stablement modere. 

L’automorphisme de Nagata apparait comme I’automorphisme exponentiel associe a la derivation 
localement nilpotente 


9 = [xz + y^) 


9 9 


9z 


obtenue a partir de la derivation localement nilpotente triangulaire x— -2y-— annulant le 

9y 9z 

polynome xz + y"^. La surface d’equation xz + y'^ = 0 dans constitue un cas particulier de 
surface du type S'q_„. Plus generalement, toute surface Sq^u, definie done par une equation de la 
forme a;"z — Q (x,y) = 0, est annulee par la derivation localement nilpotente triangulaire 


dQ,n 


= X 


A 

9y 


dQ{x,y) 9 
9y 9z 


de C[a;,y, z]. En se basant sur un critere etabli par U. Umirbaev et I. Shestakov [23], on peut 
alors montrer que pour tout entier m > 1, I’automorphisme exponentiel associe a une derivation 
localement nilpotente du type (a;”z — Q (a;,y))™ dq.n est sauvage. 


2.4. Les automorphismes sauvages construits a partir des surfaces du type Sq^„ par le precede 
ci-dessus jouissent de proprietes en tout point analogues a celles de I’automorphisme de Nagata. 
En particulier, leur lieu fixe est supporte par la reunion d’un certain nombre de droites dans et 
de la surface S'q_„ correspondante. Nous aliens construire ci-dessous a partir de la surface S C 
d’equation P = xy — {f + 1) {f + 4) = 0, ou f = xz — y'^ G C [x, y, z] un automorphisme sauvage 
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stablement modere de qui ne sera conjugue a aucun des automorphismes associe aux surfaces 
de type Sg^n- 


2.5. Considerons pour cela la derivation localement nilpotente 


d — X (2/ + 5) — + {x -\-2y (2/ + 5)) — 


dP d 
dz dy 


dP d 
dy dz 


de C [x,y,z] definie dans le Theoreme 1.1 ci-dessus. Bien que d ne soil pas triangulaire dans le 
systeme de coordonnees (x, y, z) considere, il resulte neanmoins d’un critere du a D. Daigle [4], que 
d est triangulable, au sens qu’elle devient triangulaire dans un systeme de coordonnees bien choisi. 
Par consequent I’automorphisme exponentiel exp (d) est modere. Par construction, la derivation 
ci-dessus annule I’equation P = 0 de la surface S C C^. La derivation Pd de C [x,y,z\ est done 
encore localement nilpotente, mais n’est plus triangulable : 


Lemme 2.6. La derivation localement nilpotente 

Pd = {xy - if + l){f + 4)) (2/ + 5)^ + {x + 2y (2/ -h 5)) , ou f = xz - y'^ 

de C [x, y, z] n’est pas triangulable. 

Demonstration. Un calcul elementaire (cf. Lemme 9.5.12 dans [25]) implique que si Pd etait tri¬ 
angulable, alors toute composante irreductible du lieu fixe de I’automorphisme exponentiel associe 
serait un cylindre, i.e. un schema de la forme Z x C pour un certain schema Z. II resulte de 1.8 
ci-dessus et de la construction de la derivation Pd que le lieu fixe dans de I’automorphisme 
associe a exp {Pd) est la reunion des droites L± = |x = 0; y = ±a/ 5/2| et de la surface S du 
Theoreme 1.1. Or il n’existe pas de courbe affine C telle que S soit isomorphe au cylindre C x C. 
En effet, sinon C devrait etre une courbe affine rationnelle puisque S est une surface rationnelle. 
Le fait que Hi {S, Z) = 0 impliquerait alors que C est isomorphe a la droite affine complexe, done 
que S est isomorphe au plan affine, ce qui est absurde. □ 

Puisque la derivation localement nilpotente Pd de C [x, y, zj n’est pas triangulable, I’automor- 
phisme exponentiel exp (Pd) constitue un candidat d’automorphisme sauvage. Il se trouve que 
e’est effectivement le cas, comme le montre le resultat suivant. 


Proposition 2.7. L’automorphisme de suivant 


( y ) '^ ( y + X (2/ + 5) P + x^P^ 

V z / \ z + 2P{2f + 5)y + xP^ (2xy + 2f + 5)^ + 2x^P^ (2/ -h 5) -f x^P^ 


est sauvage mais stablement modere. 


Demonstration. Nous laissons le soin au lecteur de verifier que <j) est simplement I’automorphisme 
de correspondant a I’automorphisme exp (P9) de <C[x,y,z\. Puisque i9(x) = 0, exp (P9) est 
un C [x]-automorphisme de C[x,y, zj. D’apres le Corollaire 10 dans [23], exp (Pi9) est un au- 
tomorphisme sauvage de C [x, y, z] si et seulement si il Test lorsqu’on le considere comme un 
C [x]-automorphisme. Cela revient done a montrer que exp (Pd) n’admet pas de decomposition 
en produit de C [x]-automorphismes affines et triangulaires de C [x, y, z]. Soient d 2 = 8 et = 16 
les degres totaux en les variables y et z des composantes non triviales (j)2 et (ps de (p et soient 
P 2 = x^y® et P 3 = x®y^® les composantes homogenes de degres d 2 et ds des polynomes (p 2 et 
(p3. Si exp (P9) etait un C [x]-automorphisme modere de C[x,y,z] alors, en vertue du Corollaire 
5.1.6 dans [25], il existerait c G C [x] tel que x®y^® = P 3 = cP^ = cx®y^®, ce qui est clairement 
impossible. Ainsi (p est un automorphisme sauvage de C®. Pour conclure la preuve, il suffit d’etablir 
que I’automorphisme ^ = (/) x id de C"* est modere. L’argument que nous allons utiliser repose 
sur une methode generale due a M Smith [24]. Soit d la derivation localement nilpotente trian¬ 
gulable de C[x,y, z,m] obtenue a partir de la derivation d du Theoreme 1.1 en posant d{u) = 0. 
Puisque u € Ker fs), la derivation ud est encore localement nilpotente. On observe alors que 
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(exp (P9) 0 id) = exp = r ^ exp r exp ou r designe I’automorphisme trian- 

gulaire de defini par {x,y,z,u) i—> {x,y, z,u + P {x,y, z)). II suffit par consequent de verifier 
que les automorphismes exp (±mi 9^ de C[x,y, z,u] sont moderes. Or puisque d est triangulable, 

la derivation localement nilpotente ud de C[x,y, z,u] Test aussi. Ainsi exp (^ud^ et son inverse 

exp (—uS) sont bien moderes. □ 

2 . 8 . Le lecteur se convaincra sans peine que des arguments analogues a ceux utilises ci-dessus mon- 
treraient que pour tout couple de polynomes Qi,Q 2 G et tout couple d’entiers (ni,n 2 ) G 

la surface «S'(Qi,Q 2 ),(ni,n 2 ) ^e definie par I’equation P = x^^y — Q 2 {x,f) = 0, ou 
/ = x'^'^z — Qi {x,y), est invariante par une derivation localement nilpotente 9 de C [x,y,z] pour 
laquelle I’automorphisme exponentiel exp (Pd) associe sera sauvage mais stablement modere. Nous 
renvoyons le lecteur interesse a un futur article [7] dans lequel les surfaces de 

introduites ci-dessus seront etudiees en details. 
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